Calka oznaczona - interpretacja geometryczna

Jezeli funkcja ciggla f(x) jest nieujemna w przedziale <a,b>, to catka oznaczona tej funkcji

w granicach od a do b przedstawia pole |D| obszaru ptaskiego D (tzw. trapezu krzywoliniowego -
rysunek 2) ograniczonego krzywg o rownaniu y = f(x), osig Ox orazprostymi x=a 1 x=b.
Mozemy zatem zapisac

Q) |D| = I f(x)dx.

Jezeli funkcja cigglta f(x) jest niedodatnia w przedziale <a,b> , to

€) |D| = —I f(x)dx.

=

Rys. 2. Trapez krzywoliniowy

Bezposrednio z interpretacji geometrycznej wynika mozliwo$¢ zastosowania calki oznaczonej do
obliczania pol obszardéw plaskich ograniczonych przecinajacymi si¢ krzywymi.
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Rys. 3. Ilustracja do wzoru (4)

Niech D bedzie obszarem plaskim powstatym w wyniku przecigcia si¢ wykreséw funkcji  f; 1 f,
(przy czym wykres funkcji f, ogranicza obszar D od gory, a wykres funkcji f; ogranicza obszar D od



dotu) ciggtych w przedziale <a,b> , gdzie a 1 b s3 odcigtymi punktéw przeciecia si¢ krzywych oraz
niech f(x) < f,(x) dlakazdego xe <a , b> (rysunek 3). Obszar D mozna zatem zapisa¢ w postaci:

D={(x,y) ra<x<b, fi(x)<y< f,(0)}.
Woweczas stuszny jest nastgpujacy wzor

"gérna" funkcja  "dolna" funkcja
b

|
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Przyklad. Obliczy¢ pola nastepujacych obszaréow plaskich D:

a) D — trapez krzywoliniowy ograniczony wykresem funkcji y=x’, osig Ox oraz prostymi x =0
1 x=1,

b) D — obszar ograniczony parabolg y = x” +4x iprosta x—y+4=0.
¢) D — obszar ograniczony krzywymi: y= 2 , y=x+1, y=1.
x

Rozwiazanie.

a)

i

Rys. 4.

Chcemy obliczy¢ pole zakre§lonego na rysunku 4 obszaru D. Zapiszmy najpierw ten obszar przy
pomocy nierdwnosci:

D={(x,y): 0<x<1,0<y<x}.

Pole obszaru D obliczamy korzystajgc z interpretacji geometrycznej catki oznaczonej
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b) W pierwszej kolejnosci wyznaczamy punkty przecigecia (a wilasciwie odcigte tych punktow)
paraboli y=x"+4x i prostej x—y+4=0. W tym celu rozwigzujemy uklad réwnan
(wzglgdem niewiadomej x)

y=x"+4x
{ y=x+4
Przyréwnujac prawe strony powyzszych rownan otrzymujemy
¥ tdx=x+4, x+3x—-4=0, A=25, x=—4, x,=1.



Obszar D (rysunek 5) mozemy zatem zapisa¢ w postaci:

D={(x,y): —4<x<I1, X’ +4x<y<x+4}

y=x+4
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Rys 5.

Stosujac wzor (4) otrzymujemy

"gorna" funkcja "dolna" funkcja

1 l l 1
|D|= f[(x+4)—(x2 +4x)]dx :f(4—3x—x2)dx:
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c) Rozwigzujac odpowiednie uklady réwna wyznaczamy najpierw punkty A, B, C (rysunek 6)
przecigcia krzywych:

2
Y= y:x+la y:1
X

=x+1
4: ) Cx4l=1; x=0,y=1 A(Q0,1).
y=1
2,
B: 17T 2=1; x=2,y=1 BQ,).
X
y=l1
2
= 2 x, =—2 x, =1
c: VT L Sex41: P 4x-2=0; {1_ - {2_2; c(1,2).
y:x+1 X yl__ 2
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Rys 6.

Na podstawie rysunku stwierdzamy, ze pole obszaru D bedzie sumg pol dwoch obszarow: D,, D, .
Obszary te zapisujemy przy pomocy odpowiednich nierdownosci:
D ={(x,y): 0<x<1,1<y<x+l1},

2
Dzz{(x,y): 1<x<2, 1§yg_},
X
Zatem:
1 1 1
|D1|:f(x+1—1)dx:fxdx: —x°
0 0
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dx=[2In|x|— x| =(2In2—2)—(2In1—-1)=—1+2In2.

1

Ostatecznie:
D|=|D,|+|D,|==—14+2In2=—=+2In2.
: :

W tym przypadku pole obszaru D mozna byto réwniez obliczy¢ inng metoda, ktéra nie
wymagalaby podzialu obszaru D na dwa obszary. Mozna bylo mianowicie skorzysta¢ z
nastgpujacej uwagi:

Uwaga. Jezeli obszar D mozna zapisa¢ w postaci:

D={(x,y) icsy=<d, g(») <x<g,()},
gdzie funkcje g, 1 g, zmiennej y sa ciagle w przedziale <c,d> oraz g,(y)<g,(x) dla
kazdego y € (c,d), to pole obszaru D wyraza si¢ wzorem:
d

10|= [18:0) - g)ay.

c

W powyzszym przyktadzie obszar D mozna zapisa¢ w postaci:

2
D:{(x,y): 1<y<L2, y—lgxg—}.
y

Zatem



2

|D|:f[%—y+l]dy:

1

2

21n|y| —%yz +y] =

1

:(2ln2—2+2)—{2ln1—%+1]:—%—I—21n2.

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Obliczy¢ pola obszaré6w ograniczonych krzywymi o rownaniach:

19. y=—x"+3x, y=0, 20. y=x", 2x—y+3=0,
21. y=x’, y=4x, 22. y=2x—x", x+y=0,
23, y=x’—x—6, y=—x"+5x+14, 24, y:%, x+y=5,

25. y=e', y=¢ ', x=1, 26. y=x°, y’ =x,

27. y=Inx, y=1, x=¢’, 28. Y =x, y=x—-2,

29. yZ% , y=x+2, y=1,
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